Université de Nancy : F acu lt_é des

........ - Yo W et s s _—----—-&--uhq-hn---

Insutut Umversztaare de Calcui Autamatique

42 a;venue de la L:bera.tmn S

ke 4 Wy pRtih L m q
{ 3

e Monsieur PAIR




NCTIONS SUR LA THEORIE .DES LANGAGES

CHAPITRE 1 : GENERALITES

1.1. Notions de monoide

1.1.1. Définition : Monoide

On appelle monoide un ensemble M muni d'une loi de composition
’ interne associative et possédant un élément neutre.
Exemples :
.= NI muni de 1l'addition est un monoide.

- soit E un ensemble ; 1l'ensemble F(E) des parties de E muni
de la loi U est un monoide (1'élément neutre est @) ; 1'ensemble (JUE) des
applicationsm de E dans E est un monoide pour la composition
des applications.

Remarques : certains auteurs n'exigent pas la présence d'un élément
neutre dans la définition d'un monoide ; en réalité, on peut toujours
adjoindre 3 un tel ensemble M un nouvel élément e et prolonger la loi
de composition de M en une loi associative dans M U {e} dont e est

élément neutre.

1.1.2. Définition : sous-monoide

Soit M un monoide. Une partie M' de M est un sous-monoide de

M si elle est stable par la loi de M.

M' est alors un monoide pour la restriction de la loi de M.

1.1.3. Opérations sur les parties d'un monoide

Soit M un monoide ; sur & (M) définissons, en plus des opérations booléen-
nes Y, ¢, C SN (ANB = A0 VJ B), ..., les opérations produit et

itération
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Définition :

Soit M un monoide d'é€lément neutre e,

Soient AC M, BC M ; le produit de A par B est l'ensemble :
AB=$ny!x€A,y€B} o : .

en outre A¥ - ;{j; Al (ou A°= %e} et A' = Aty pour i )/1)

A% st appelé itéré de A.
Remarquons que F (M) muni du produit est un monoide d'élément neutre {e} ‘
Propriétés :
Soient A,B,C des parties d'un monoide M,
A (ByC)
(BuC)A

ABOUAC

Il

BAQUCA
Démontrons la premiere &galité :
x EA(BUC) <> (Ja,b) (x=abetaCAetbeBUC) <>
((E]a,b) (x=abeta€AetbEB)) ou ((a,b) (x=abeta €A et bE C))
<> x€AB UAC,
Attention, en général A(BNC) # AB NAC
A(B\ C) # AB \ AC.

1, 1.4, Homomorphisme de monoide

Définition :
Un homomorphisme du monoide M d'élément neutre e, dans le
monoide M' d'élément neutre e' est ume application h de M dans
M! telle que
(Vx,y €M) { hix,y)
h(e)

h(x) h(y)

e,

Si h est une application surjective de M dans M' qui vérifie (Vx, y € M)
h(xy) = h(x) h(y), alors h est un homomorphisme,

En outre, si h est un homomorphisme, h(M) est un sous monoide de M
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VA A
1 G U

Monoide libre sur un ensemble V

Proposition et définition

Soit un ensemble V et L(V) l'ensemble des suites finies d'éléments de V
(y compris la suite vide notée A) : L(V) = ial a,«e. 2 la, gV pour
lgigK}U {/"\} Munissons L(V) de la loi de composition suivante appelée

concaténation : (ala s 6 A b1 bz... bq) —> a,a,... 2 b. b

2 p’ 2 T e R
L(V) est un monoide, appelé monoile libre sur V.

b.us
q

Il est évident, en effet, que la loi de la concaténation est associative et

admet /\ comme &lément neutre.

Définitions

- les suites d'éléments de V sont appelées mots sur V

- soit un mot A& =a; ... a; : kestlalongueur de o, notée \d| .
Le mot vide a pour longueur 0. Si a;=b, i est une occurrence de b dans d.
Le mot aj s+ 2, a, est appelé réfléchi de ci et noté &

- soient irois mots o, (5 , ¥ tels que of = {5 ¥ . On dit que(ﬁ est facteur

gauche et ¥ facteur droit de o .

DPropriétés immédiates :

1°) Identifions a €V et le mot a € L(V) ; ainsi tout mot sur V est produit
d'un nombre fini d'éléments de V et réciproquement ; par suite, en considé-
I . 0 i *
rant V comme une partie du monoide L(V) : L(V) = 3 V' = V", Nous adop-
2 . : i=0 :
terons désormaiz: cette notation.
2°) L'application qui, & un mot, associe sa longueur est un homomorphis-

me de V* dans NIl muni de 1'addition. o
~

~ v
3°) Pour deux mots o et {5 - 3 b) =(‘J A, A=K,
4°) Tout élément de V~ est régulier ; c'est-i-dire
(e, e v (o Pleag e
(po =g == iR
ainsi V:k est un semi-groupe.
Remarque :
Soit ¢, \’J € V:L' tels que o = D ; sii est une occurrence de b dans O\,
i est aussi une occurrence de b dans P , autrement dit il n'existe pas de
"relations' dans le monoide V* (mais dans le monoide IN| , par exemple,
il est bien conru que x+y =y+x !) c'est pourquoi v¥ est appelé monoide
libre. Cette absence de '"relations' dans v est essentielle pour le théoréme

qui suit .
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1.1.6. Théordme

Soient un ensemble V, un monoide M et une application f de V dans M ;
il existe un homomorphisme (? et un seul de VJk dans M tel que f soit la
restriction de (? aVv.

Démonstration :

Soit e 1'élément neutrc de M. Si un tel homomorphisme (.P existe, (.Q (N)=e
et pour tout mot non vide O\ = aj eee @

Q0) =@lay) -+ Gla) = flap) ... fla)
donc (_9 est unique.

Réciproquement, définissons (¢ par

Q@A)

(()(ok)=f(al)...f(ap) pour X =a; ... a

e

p
et montrons que l'application LP est un homomorphisme .

Soit [ € V7, B=b; ... by
@ (AP)=@la; ... a by ... by = f(ay) - ’f(ap) £(b)) ... £(b ) par déﬁg;_
= L?(O\) KQ ( (’)) par associativité dans M.
Exemples :
Soient deux ensembles V et V' ; pour définir un homomorphisme C? de V’h
dans V‘i il suffit de définir (?(a) pour tout a € V.
- si (@ est choisi de fagon que
(VaeV) (1@ @l
est appelé homomorphisme alphabétique ct vérifie :
(YAEVH (J@ () g kD)

(cette relation se démontre par récurrence sur la longueur de \).

- si, pour tout Qdc v, (?(a) eV, C? est un homomorphisme alphabétique
particulier appelé transcription. Alors, pour tout d\ev*, \¢ (O\ =1\ .

- si(? est injectif, (pest appclé un codage.

1.1.7. Théoréme

l Tout monoide est image homomorphe d'un monoide libre.
En effet, il suffit de choisir V=M et de remplacer f par 1'identité dans

le théoréme précédent.
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1.2. Définition d'un langage

1.2.1. Définition

Soit un ensemble V, un langage de vocabulaire V, ou langage d'alphabet V,

ou simplement langage sur V est une partie de V*.

Les opérations union, intersection, passage au complémentaire, produit,
itération sont donc applicables aux langages. En outre, si L est un langage,
le réfléchi de L, noté L, est défini par L = X\& jde L} :

Par la suite, nous allons étudier quelques types simples de langages.
Aux définitions de type axiomatique, nous préférerons les définitions faisant
apparaftre soit un algorithme de reconnaissance du langage envisagé (point
de vue de l'auditeur, - du compilateur), soit un algorithme de construction
(point de vue du locuteur, - du programmeur’,

Le plus souvent, dans la pratique, le vocabulaire V des langages étudiés
est fini. Lorsque, dans la suite, cette hypothése sera nécessaire, nous la

préciserons.



CHAPITRE 2 : LANGAGES DE KLEENE

Pour définir un langage L nous allons utiliser le procédé suivant qui permet
de reconnaitre et de construire les mots de L : une bolte, susceptible de prendre un

certain nombre d!états, peut "lire" successivement chaque lettre d'un mot; & chaque

a1 8.2 8.3 a4 ;

étape la bolte change d'état en tenant compte de son

état précédent et de la lettre lue. En outre, parmi

T les états distinguons des états dits"de satisfaction"

et convenons qu'un mot est dans L si et seulement si

la boite achdve sa lecture dans un état de satisfaction

L'objet des paragraphes 1 et 2 est de mettre en

forme cette idée de deux maniéres différentes.

2.1. Langages de Kleene et homomorphismes de mémoire.

2,141 Définition : Mémoire sur un ensemble V.

Une mémoire. 5» un ensemble V est un ensemble S muni d'une loi de composition

externe & opérateur dans V notée :

S x V3 (s, 8) ——3s .a € S

Par exemple V* est une mémoire sur V en posant :
(Y e 7%, 2 €V) o«.a =¢«a

Remarquons que, contrairement i l'habitude, la loi externe est notdée "a droi-
te"; cette convention facilite les notations, en particulier dans la proposition sui=-

vante :
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Soit S une mémoire sur V, la loi . peut &tre prolongée en une loi & opé-
rateur dans V¥ définie par récurrence sur la longueur de® &€ V¥ :
(¥s €8) 8 « A= 8
(VSES,oLeV*,aE.V) s .xXa=(s &) .a

De plus : ,
(Vs es,xev, Bev) (s .xX). B8=5s.((f)

I1 est évident que la nouvelle loi prolonge 1l'ancienne. La propriété d'asso-

ciativité se démontre par récurrence sur la longueur de /3.

2e1¢3+ Définition : homomorphisme de mémoire.

Soient S1 et S2 deux mémoires sur V, une application ¢p de S1 dans 82 est
\

un homomorphisme de mémoire si

(VoL g 8, aeV)  @(ea) = @(X).a

2¢1+4. Définition d'un langege de Kleene.

Un langage L sur V est appelé langage de Kleene s'il existe une mémoire fi-

nie de S sur V, un homomorphisme de mémoire ® de V¥ dans S et une partie S!' de S

tels que :

L= (s1)

I1 est essentiel que S soit fini; en effet si nous acceptions des mémoires

non finies, toute partie L de V* satisferait & (2.1.4) ainsi modifide (il suffirait de

choisir § = ¥, §! =L et de prendre, pour , 1'identité).
Les langages de Kleene sont aussi appelés K-langages ou encore langages d'état
fini (finite state langage). '
2.1¢5. Théortme.

Etant donné une mémoire S sur V et un élément s, de S il existe un homomor-
phisme de mémoire (P de V* dans S et un seul tel que @ (A) =S,.
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Démonstration (par récurrence sur la longueur des mots)
a) @ (A) = s, définit ¢ sur le mot vide. '
b) Supposons q? défini de manidre unique sur les mots de longueur au plus n et
vérifiant :
(Fol & 7, |y|&nt, Fa€V) (@ta)=P(X) . a) (1)

c) Soit & un mot de longueur n + 1 o X est du type X' a avec j%!} € n et néoes-

sairement :
P(oh) =@(X'a) =@(X1) . a (2)

ainsiest défini de maniére unique pour les mots de longueur au plus n + 13

(1) et (2) montrent que %D est un homomorphisme de mémoire.

Conséquences :

- Un langage de Kleene est défini par la donnée de V, S, Se et S'.
~ Soit L un langage de Kleene défini par V, S, Sy S'; l'application :
V3 o

que

8, ¢ X €S (défini en 2,1.2.)) est un homomorphisme de mémoire tel

donc c'est 1'homomorphisme appelé ¢ dans le théoreme :
SO.Q( = (‘P(d)‘

Par suite

( 8qees 8 € V%) ‘P(a1 Bpees an) = (aos ((so 5 a1) s az).:.) .a.

Ainsi nous disposons d'un algorithme de reconnaissance pour le langage L.

2.2. Langages de Kleene et autnmates finis.

2.2¢1e Définition d'un automate fini :

Un gutomate fini A sur V est un quadruplet comprenant :

- un ensemble fini S non vide (appelé ensemble des états),
— une loi de composition externe sur S & opérateur dans V notée « A
- un élément S, & S appelé état initial,

- une partie S' de S dppelée ensemble final,

Nous noterons A = (S, « 3 S.s st)




24242. Definition d!un calcul.

Soit A = (S, . so, S‘) un automate fini. Un calcul de A est une suite
finie d'éléments de S x V : (81, a1) oloie (sn, an) telle que :
Sy =85 q e 8y 1 € 1 g n.

La donnée du calcul est le mot aq 8p «ee A5 8 est le dernier état du cal-

cul. Le calcul de donnée A est appelé calcul vide; par convention, son dernier état

est s .

2.2.5. Proposition.

Soit & = (8, ., Sy S') un automate fini sur V. Pour tout mot & de V¥ il
existe un caleul et un seul de donnée ™ ; son dernier état est q7(°<), ou @ est

1'homomorphisme de mémoire de V¥ dans S défini par P (A) = S,

La démonstration se fait par récurrence sur la longueur de & :

sicX =& S est le dernier état et la proposition est trivialement vérifiée.

Supposons la propriété vraie pour tout mot de longueur n et soit & un mot de lon-

gueur n + 1; o se décompose en ! a (a € V, X! € V),

D'apres la définition (2.2.2.) un calcul de donnde X est le calcul de donnde o4 !

(unique par hypothése de récurrence) de dernier &tat s!, suivi d'un couple (s 2 a)

tel que s =s!' . a, donc s est unique. En définitive le calcul de donnée ™ est
unique. Caleulons qJ(CK) : qﬁ(C() = qp(q<t a) = qD(CK') . a=s'.a (hypothdse de
récurrence
= S 9

ce qul acheve la démonstration.
2.244. Définition.

Seit 4 = (8, ., Sy S') un automate fini sur V. Un mot O est dit accepté

par A si le dernier état du calcul de donnée & appartient & S'. L'ensemble des mots

acceptés par A est le langage accepté par A.

2.2.5. Théoreme.

Un langage sur V est un langage de Kleene si et seulement s'il existe un

automate fini qui l'accepte.
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En effet si le langage L est accepté par 1l'automate A = - Sy S'),
1'homomorphisme (P associé & A gréce & (2.2.3.) est tel que
w7 (s) = 1
donc L est un langage de Kleene. Réciproquement soit L un langage de Kleene associé
4 la mémoire S, la loi de composition externe notée . , 1l'homomorphisme P et la
partie S! de S. Posons A = (S, ., \P(A), $'). D'apres (2.2.3.) et la définition
(2.2.4.) :

QP(D() € 8" = (X est accepté par A)
done L est le langage accepte par A.

2.3+ Exemples.

@ V¥ est un K langage; en effet il suffit de choisir la mémoire S = gso§ munie du

produlit S, + @ =8, pour tout a dé V, donc :

(Vv x€ v*) (P(ci) =8
et V*=‘Pm1 ({So§>

@v-= {a, b} et L = { aa, abg . L est-il un K-langsge ?

Pour tenter de construire un automate acceptant L précisons les transitions
possibles sur un schéma : si 1'automate 1lit a dans 1'état S, 1l passe dans 1'état stj

alors, qu'il lise a ou b, il prend 1'état S5 qui sera le seul état de satisfaction.

b

So
a

it 2 gk x .
Les autres cagypeuvent se presenter correspondent & des mots qui ne sont pas dans L.

Ajoutons donc & Sgr Sqr S, un état O (état de "refus") et posons S = {So’ 1y So 03 .

La loi externe sur S, notée ., est définie par la table :

a b

Sy Sy 0
i s i A

s 0 0

0 0
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Soit 1'automate (S, ., 8o {s2 ;) et P 1'homomorphisme de mémoire associé & cet

automate. Montrons que :

P (fs4) = 1

en effet
¢ (aa) = P(a) . a
= ((}3(/\) v 8) 8
= (s0 « B) G E
= s,
et, de méme, '\P(ab) = 8,

Par suite tout mot de L est dans &P_1 ({s2 }). I1 reste & montrer que si & n'est
pas dans L, @ (X) n'est pas s, 8

soit Q(-é L ; distinguons plusieurs cas
= a n'est pas facteur gauche de & :

ou & = A et P(K) =35

0
ou il existe &' dans V¥ tel que & = b e
PX) = s .o
:(SO ob) oq!
= 0 od'
=0

- a est facteur gauche de ¥ ;
ou X = g et @ () =8,
ou X = axyp ou x et y sont dens V et /4 dans V.,
(P(D()-——SO o =(so. a)e (x y/j)
=(s; « 1) . (v8)
=(s, .9 .
=0.,8

=0
























































































































































































































